
Universität Stuttgart 1. Institut für Theoretische Physik 1 Prof. Dr. G. Wunner
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Aufgabe 19: Dopplerverschiebung von Spektrallinien (schriftlich, 10 Punkte)

Eine Galaxie entferne sich von uns mit der Geschwindigkeit vr. In ihrem System werde ei-
ne Spektrallinie der Wellenlänge λ0 ausgesandt. Wir messen die Doppler-verschobene Wel-
lenlänge λ. Die relative Wellenlängenverschiebung wird mit z bezeichnet (,,Rotverschiebung”),
z = (λ− λ0)/λ0.

a) Berechnen Sie, welcher Zusammenhang nach der Speziellen Relativitätstheorie zwischen
λ0, λ und vr besteht (longitudinaler Doppler-Effekt).

b) Geben Sie die Rotverschiebung z als Funktion von βr = vr/c an. Drücken Sie auch vr/c
durch z aus.

d) Was ergibt sich für z im nichtrelativistischen Grenzfall vr/c� 1 (linearer Dopplereffekt)?

c) Für welchen Wert von βr wird die Lyman-α-Linie des H-Atoms auf die Wellenlänge der
Balmer-α-Linie verschoben?
(λLyman−α = 121, 6 nm, λBalmer−α = 656, 5 nm).

Aufgabe 20: Konform-Euklidische Koordinaten (10 Punkte)

Definieren Sie r̄ = 2 tanϑ/2 und x = r̄ cosϕ, y = r̄ sinϕ. Zeigen Sie, dass auf der Kugelober-
fläche x̂21 + x̂22 + x̂23 = a2(t) für das differentielle Linienelement gilt

(dl)2 = a2(t) · 1(
1 + 1

4 r̄
2
)2 ((dx)2 + (dy)2

)
. (1)

(Kugelkoordinaten: x̂1 = a sinϑ cosϕ, x̂2 = a sinϑ sinϕ, x̂3 = a cosϑ).

Aufgabe 21: Kleinsches Modell der Pseudosphäre (10 Punkte)

Die pseudosphärischen Koordinaten x̂1 = a sinhχ cosϕ, x̂2 = a sinhχ sinϕ, x̂3 = a coshχ
definieren ein 2-schaliges Hyperboloid (Pseudosphäre) −x̂21 − x̂22 + x̂23 = a2.

a) Zeigen Sie, dass sich für das Linienelement auf der Pseudosphäre ergibt: (dl)2 = a2((dχ)2+
sinh2 χ(dϕ)2).

b) Definieren Sie r̄ = 2 tanhχ/2 und x = r̄ cosϕ, y = r̄ sinϕ. Zeigen Sie, dass r̄2 < 4 ist, und
das differentielle Linienelement die Form des aus Aufgabe 21 bekannten konform-euklidischen
Linienelements (1) annimmt, mit dem kleinen Unterschied, dass im Vorfaktor (1+ 1

4 r̄
2) durch

(1 − 1
4 r̄

2) zu ersetzen ist (Poincaré-Modell der Lobachevsky-Metrik).

c) Wir führen weitere Koordinaten u und v anstelle von x und y ein gemäß (x + iy)/2 =
(1 + iw)/(1 − iw), wobei w = (u+ iv). Zeigen Sie, dass das differentielle Linienelement dann
die Form

(dl)2 = a2 ((du)2 + (dv)2)/v2

annimmt (Kleinsches Modell der Lobachevsky-Metrik, Metrik der Rotationsfläche der Trak-
trix).


