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Aufgabe 1: Getriebenes Pendel — numerisch schriftlich, 15 Punkte

Das periodisch getriebene ideale Pendel (¢g/l = 1) mit Ddmpfung wird beschrieben durch die nicht-
lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung

§ = —sin(h) — 276 + asin(wqt) . (1)
Dabei ist wq die Frequenz der treibenden Kraft, a beschreibt ihre Stérke.

(a) Entwickeln Sie ein Programm zur numerischen Losung dieser Differentialgleichung.

LOSUNGSVORSCHLAG: Benutzen Sie das Runge-Kutta-Verfahrens 4. Ordnung. Schreiben Sie
die Gleichung dazu als ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung

w = —sin(f) — 2yw + asin(wqt) , (2a)
0=w. (2b)

Fiir ein Differentialgleichungssystem erster Ordnung
% = £(x.1) (3)

lautet der Runge-Kutta-Algorithmus mit Zeitschritt At:

my = f(x, 1) (4a)
m; ::f<x+;m0At,t+;At> (4b)
my :zf(x—l—;ml At,t+;At> (4c)
mj3 = f(x + mg At, t + At) (4d)
x(t+ At) = x(t) + é At (mg + 2my + 2ms + my) (4e)

(b) Setzen Sie v = 0,25, wq = 2/3 und At = 0,1, und wihlen Sie die Anfangsbedingungen 6(0) = 0
und w(0) = 1. Stellen Sie fir « = 0, @ = 0,5, « = 1,2 und a = 2,2 die Auslenkung 6 als
Funktion der Zeit t graphisch dar. Plotten Sie auferdem das Phasenraumportrit des Pendels,
d.h., tragen Sie w iiber # auf.
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(c) Falls die Ausschlidge 6 des Pendels klein sind, kénnen Sie die Differentialgleichung (1) lineari-
sieren. Sie erhalten die Gleichung

6 = —0 — 276 + asin(wqt) (5)

des getriebenen harmonischen Ostzillators. Stellen Sie zusammen, was Sie iiber die Losungen
dieser Gleichung wissen, und vergleichen Sie mit den Ergebnissen fiir das nichtlineare Pendel.

Aufgabe 2: Hopf-Bifurkation 15 Punkte

Gegeben sei das Differentialgleichungssystem

i1 = —wo +x1 (0 — z3 — x%) , (6a)
do= w1+ z2(p— x3 — 13) (6b)

mit einem reellen Parameter u.

(a) Das Gleichungssystem (6) besitzt den Fixpunkt z; = x2 = 0. Untersuchen Sie die Stabilitét
dieses Fixpunktes und beschreiben Sie, wie die Eigenwerte der Jacobi-Matrix sich bei Variation
von p verdndern.

(b) Transformieren Sie das Gleichungssystem (6) auf Polarkoordinaten

x1 = rcos(p), (7a)
x9 = rsin(p), (7b)

16sen Sie es, und beschreiben Sie das Verhalten der Losung fiir ¢ — co.



