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Aufgabe 13 : Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung (schriftlich, 30 Punkte)

Die scheinbare Helligkeit S ist eine wichtige Messgrofie in der Astrophysik. Um zu Aus-
sagen iiber die Entwicklung des Universums zu gelangen, muss sie mit einer zweiten
Messgrofle, der Rotverschiebung 2, in Verbindung gebracht werden. Gehen Sie dazu
von der folgenden Situation aus: Eine Lichtquelle sende im Universum, das durch die
Robertson-Walker-Metrik

ds? = c2dt?* — a(t)? l dr? + 72 <d192 + sin(ﬂ)zngQ)] (1)
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beschrieben werden kann, am Ort » = 0 zur Zeit to im Intervall Aty N Photonen der
Energie Nhwy = I[hAty aus. Zur Zeit t; werden diese Photonen nach isotroper Ausbrei-
tung im Abstand r rotverschoben mit w; = wopa(ty)/a(t;) registriert.

a) Begriinden Sie, warum diese am Ort 7 mit der Intensitét (der scheinbaren Helligkeit)
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wahrgenommen werden. (5 Punkte)

b) Fiir kleine Rotverschiebungen geniigt es, a(t) in einer Reihenentwicklung zu be-
trachten. Geben Sie a(t) bis zur quadratischen Ordnung in ¢ um den Beobachtungs-
zeitpunkt ¢; an und driicken Sie die Entwicklungskoeffizienten durch die Hubble-Zahl
H(t;) = a(t1)/a(t;) und den Verzdgerungsparameter b(ty) = —a(t;)/(H(t1)%a(ty))
aus. (3 Punkte)

c¢) Berechnen Sie mit der Entwicklung von a(t) aus Teil b) die rein radiale Lichtausbrei-
tung in der Robertson-Walker-Metrik. Zeigen Sie, dass sich in quadratischer Ndherung
in der Zeitdifferenz t; — tg

ey ty —to + ;H(tl)(tl —to)? (3)

ergibt. (12 Punkte)
d) Eliminieren Sie mit Hilfe des Ergebnisses aus Teil b) in Gleichung (3) die Zeitdifferenz

t1 —to und driicken Sie das Produkt a(t;)r durch die Rotverschiebung z = a(t1)/a(ty) —1
aus. Entwickeln Sie das Ergebnis bis zur quadratischen Ordnung in z. (5 Punkte)

e) Zeigen Sie damit, dass die Helligkeits-Rotverschiebungs-Beziehung fiir kleine z
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lautet. (5 Punkte)
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Aufgabe 14 : Kritische kosmologische Konstante (15 Punkte)

Die Friedmann-Gleichung (mit kosmologischer Konstante A # 0) lautet:
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mit der heutigen Massendichte oy.
a) Zeigen Sie, dass fiir positive Kriimmung ein Urknall vermieden werden kann, wenn

gilt:
4
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Skizzieren Sie fiir diesen Fall den Verlauf der Funktion a(a) und markieren Sie in Ihrer
Skizze den minimalen Radius, den das Universum annehmen kann. (10 Punkte)

b) Zeigen Sie, dass fiir positive Kriimmung und A = A, ein statisches Universum moglich
ist. Ist die Losung stabil? (5 Punkte)

Aufgabe 15 : Ereignishorizont der de Sitter-Metrik (15 Punkte)

Die de Sitter-Metrik wird beschrieben durch das Langenelement
ds? = c*dt* — e*H! (dr2 + TQdQQ) (5)
mit der Hubble-Konstanten H.

In einem de Sitter-Universum sende eine Lichtquelle mit einer Radialkoordinate rq zum
Zeitpunkt t; ein Signal aus. Berechnen Sie, zu welchem Zeitpunkt ein Beobachter bei
r = 0 das Signal empfiangt. Empféangt er alle Signale?

Aufgabe 16 : Zwillingsparadoxon in der de Sitter-Metrik (freiwillig)

In der SRT haben wir diskutiert, dass ein Mensch prinzipiell zu mehreren Hundert Lich-
jahren entfernten Objekten und wieder zuriick zur Erde reisen kann, sein auf der Erde
gebliebener Zwilling bei seiner Riickkehr jedoch bereits verstorben ist. In dieser Aufgabe
wollen wir nun das Zwillingsparadoxon in der rdumlich expandierenden de Sitter-Metrik
betrachten. Die Reise eines Zwillings soll mit Anfangsgeschwindigkeit Null auf der Erde
starten und in drei Abschnitten mit jeweils konstanter Beschleunigung @ = +¢ in radia-
ler Richtung (d©2 = 0) erfolgen. Der Schubumkehr soll zu den zwei geeignet gewéhlten
Zeitpunkten 7 und 75 so erfolgen, dass bei der Riickkehr zur Erde eine sanfte Landung
mit Geschwindigkeit v = 0 stattfindet.



a) Berechnen Sie die Christoffel-Symbole der de Sitter-Metrik und zeigen Sie, dass fiir
eine radiale Bewegung (dQ2 = 0) die Viererbeschleunigung durch

He2Ht
at = (at,a",aﬁ,aw) = <t” + —— 2" + 2Hr’t/,070> (6)
c
gegeben ist, wobei der Strich die Ableitung nach der Eigenzeit des Reisenden bezeichnet.
b) Benutzen Sie die sich aus g,,a"a” = —a? (warum?) und g, u"u” = ¢* ergebenden
Relationen
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und leiten Sie hieraus die Differentialgleichung
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ab. Die Losung der Differentialgleichung (8) mit den Randbedingungen ¢(0) = 0, ¢'(0) =
1 lautet

(9)

mit den Abkiirzungen q = /(a/c)?2+ H?, S =g+ H und D = q — H. Fiir die Radial-
koordinate mit den Randbedingungen r(0) = 0, r'(0) = 0 ergibt sich
2aq(H — Se) o

rir) = HS(HSe +25Dei™ — HD) |+ HS (10)
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c¢) Berechnen Sie den maximalen Abstand 7., den der mit konstanter Beschleunigung
a = g gestartete Zwilling erreichen kann.

d) Der reisende Zwilling sende in regelméfliigen Abstdnden Lichtsignale aus. Wann errei-
chen die Signale die Erde? Berechnen Sie den Zeitpunkt 7 des letzten Lichtsignals, das
die Erde noch erreicht. Diskutieren Sie hieraus resultierende Einschrénkungen, durch
Schubumkehr zur Erde zuriickkehren zu kénnen. Welche Bedingung muss erfiillt sein?

e) Diskutieren Sie (qualitativ), wie die Zeitabschnitte fiir die Beschleunigung mit o = +¢g
gewahlt werden miissen, um mit Geschwindigkeit " = 0 zur Erde zuriickzukehren und
vergleichen Sie die Reisen in der de Sitter und der Minkowski-Metrik.
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