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Nichtlineare Dynamik

Allgemeine nichtlineare Dynamiken sind schwer zu 16sen. In diesem Blatt beschiftigen wir uns mit
der Hamilton-Jacobi Gleichung, genauer gesagt, Wirkungsvariablen, und wie diese fiir separable Sy-
steme genutzt werden kann. Auerdem betrachten wir wie mithilfe der Stdrungsrechnung eine appro-
ximative Losung gefunden werden kann, sofern die Dynamik nicht chaotisch ist.

Aufgabe 1: Theorem von Liouville und der zweidimensionale harmonische Oszillator (3 Punkte)

Gegeben sei ein zweidimensionaler harmonischer Oszillator mit der Hamiltonfunktion

1
H=3 (P} + P35 + wig; + w3q3) (1)

Im Fall einer separablen Hamiltonfunktion mit periodischer Bewegungen kann diese mittels Wir-
kungsvariablen I; = § p;dg; auf eine einfachere Form gebracht werden,

H=H(L,1IL,..Iy) )

aus der direkt die auftretenden Frequenzen der periodischen Bewegung ersichtlich sind, ohne, dass
die Bewegungsgleichung des Problems explizit gelost werden muss.

Das Kurvenintegral bei /; 1auft dabei iiber einer komplette Periode der geschlossenen Bahn (Libration)
im Phasenraum. Ziel dieser Aufgabe ist es die Wirkungsvariablen fiir den Fall des zweidimensionalen
harmonischen Oszillators zu bestimmen.

(a) Als erstes betrachten wir ganz allgemein die Separabilitit einer zeitunabhingigen Hamiltonfunk-

tion der Form
~ filay,p) + o+ fn(aw, pa)

~ ai(qi,p) + .+ gn(an, o)
Wir versuchen also zu sehen unter welchen Bedingungen sich die Hamilton-Jacobi Gleichung in

3)

N unabhingige Gleichungen aufteilen lésst.

(i) Bestimmen Sie die Hamilton-Jacobi Gleichung in diesem Fall. Fiihren Sie N Integrations-
konstanten [3; ein fiir die gilt va B; = 0.



(i1) Zeigen Sie hiermit, dass sich die Hamilton-Jacobi Gleichung fiir die Ableitung der Wirkung
‘g—i’? (und damit auch die Wirkungsvariablen /; im periodischen Fall) einer Hamiltonfunkti-
on, wie in Gl. (3) genau dann in N unabhiéngige Gleichungen zerlegen lassen, wenn gilt

af; dg; .
<8pz~) _E(ﬁp) #£0, Vi @

Benutzen Sie hierzu den Satz der impliziten Funktion um zu zeigen, dass p; als Funkti-

on von ¢; geschrieben werden kann. Folgern Sie hieraus, dass S separat per Integration

05,
s=-Et+Y [ 5 da 5)

Betrachten Sie nun den konkreten Fall des zweidimensionalen harmonischen Oszillators.

erhalten werden kann.

(b) Geben Sie fi, f> und g1, g- fiir den Fall des 2D harmonischen Oszillators an und zeigen Sie, dass
Bedingung (4) erfiillt ist.

(c) Wihlen Sie die Gesamtenergie der jeweiligen Moden o; = E; = 3 (p? + w?¢?) als die neuen
zyklischen Impulse «; und driicken den kanonischen Impuls p; in Abhédngigkeit von ¢; und «;
aus. Bestimmen Sie hierraus die Umkehrpunkte ql?t der Bewegung im Phasenraum in der py, ;-
und ps, g2-Ebene.

(d) Teilen Sie das Kurvenintegral der beiden Wirkungsvariablen in zwei Teile, den Hinweg ¢;" nach
g; und auf dem Riickweg in Gegenrichtung, auf. Was muss im Falle des harmonischen Oszillators
fiir den kanonischen Impuls p; auf dem Hin-bzw. Riickweg gelten? Nutzen Sie dies um die beiden
Wirkungsvariablen /; und /> zu bestimmen.

(e) Geben Sie die explizite Form von H in den zyklischen Koordinaten an. Ermitteln Sie auerdem

die auftretenden Frequenzen via v; = %.

Aufgabe 2: Freies Teilchen im 2D Kasten und einem 3D harmonischen Potential (3 Punkte)

In dieser Aufgabe betrachten wir weitere Beispiele fiir die Anwendung von Wirkungsvariablen.

(a) Als erstes betrachten wir ein freies Teilchen in einem 2D Kasten der Linge a und Breite b und der
Hamiltonfunktion

1
H:%(pi—i-pz) O<z<a 0<y<b. (6)

Welche GroBlen sind hier Konstanten der Bewegung? Nutzen Sie dies um zwei Wirkungsvaria-
blen und anschlieBend die zugehorigen Frequenzen zu bestimmen. Wie unterscheiden sich die
Frequenzen von denen in Aufgabe 1 und was bedeutet dies fiir das System?
(b) Gegeben sei ein Teilchen in einem 3D harmonischen Potential der Form
1 K?
H=—(p§+—2)+kr2:E (7
m r

Hierbei ist £ eine Konstante des Potentials und & der Drehimpuls des Teilchens. Bestimmen Sie
die beiden Wendepunkte des Bahnorbits r,,;, und 7,,,, unter der Annahme, dass der Drehimpuls
nicht zu groB ist 4k K? < mE?. Berechnen Sie hierraus die Wirkungsvariable in 7, I,..

Hinweif: Die Formel 1 [ Y"=0U=%) _ atb _\/g} konnte hilfreich sein,



Aufgabe 3:Der gestorte Oszillator (4 Punkte)

Betrachtet werde ein Hamiltonian der Form

H(q,p) = Holq,p) + eH1(g; p) 3
mit

Hy = (p* +wgq®)/2, Hi = ¢". ©)
Die Bewegung ist also eine harmonische Oszillation die schwach (¢ < 1) gestort wird. Das ungestorte
Problem kann leicht gelost werden via Wirkungsvariablen ([, ©), die den Hamiltonian auf die Form

Ko(Io) = Iowo (10)

bringt. Die Koordinate ¢ = /21y/wy sin(©y) kann in Abhéngigkeit der neuen Variablen geschrieben
werden. Ziel dieser Aufgabe ist die Bestimmung der Schwingungsfrequenz, bei kleinen Storungen,
mittels Storungsrechnung.

Fiir kleine Parameter ¢ ist die transformierte Hamiltonfunktion mit der Stérung K (O, [y, ¢) sehr
dhnlich zu K((Iy). Daher muss ebenfalls fiir die kanonischen Transformationen von (O, I) nach
(0, I) gelten, dass sich diese nur schwach von der Identitit unterscheiden wird, sie konnen also
entwickelt werden um die ungestorten Variablen. Dadurch miissen die Erzeugenden in Ordnungen
von ¢ geschrieben werden kénnen, F'(0, I, ) = Fy(Og, I) + eF1(Oq, I) + 2 F5(Oq, I) + ..., wobei
fiir F(Og, [) = Ol gilt.

(a) Berechnen Sie aus der Erzeugenden die allgemeine Form der Koordinaten [y(©y, ), ©(Oy, I)
bis zur 2. Ordnung in . Geben Sie dann die Taylor Reihe von K (Iy, ©¢,¢) um [y = [ bis zur
2. Ordnung an. Vereinfachen Sie diesen Ausdruck unter Zuhilfenahme von (09, /), sowie der
allgemeinen Form bis 2. Ordnung K (O, Iy) = Ky(Oy, Iy) +cK1(O0, Iy) + e2K5(Op, Iy). In den
neuen (Wirkungswinkel)-Koordinaten erwarten wir, dass der Hamiltonian geschrieben werden
kann als K (O, In,e) = E(I,¢) = Eo(I)+eFE1(I)+e*FE(I). Identifizieren Sie die verschiedenen
Ordnungen von F mit den Ordnungen des entwickelten K’s.

Um die Storungsrechnung berechnen zu konnen, miissen die unbekannten Ableitungen der Erzeugen-
denterme F;(©, I) bestimmt werden. Dafiir nutzen wir die Symmetrieeigenschaften der Erzeugenden
aus.

(b) Betrachten Sie die Differenz F*(0, [,e) = F(Oy,1,c) — Opl. Aus der Definition einer Wir-
kungsvariable geht hervor (siehe Vorlesung), dass das geschlossene Wegintegral iiber die Erzeu-
gende die Form 27/ = § g—gﬂd@o hat. Argumentieren Sie damit, wieso F*(0y, I, ) und damit
jede Ordnung F; periodisch in Oy ist, mit Periode 27r. Nehmen Sie dafiir an, dass fiir den Wir-
kungswinkel © ~ ©, gilt. Da F; periodische Funktionen in O, sind, konnen sie als Fourier
Reihen geschrieben werden F;(1,00) = > 2 Ci(I)exp(ik©y),k # 0. Was gilt dadurch
fiir die Mittelungsintegrale (F;(0o, 1)), (0F;(Oy,1)/00y), wobei die Mittelung definiert ist als
(f(©0)) = 1/(2m) J,” F(©4)dOy?

(c) Mitteln Sie die Gleichungen aus (a) fiir die verschiedenen Ordnungen von F;. Schreiben Sie die

erhaltenen Gleichungen fiir /1, E> in Abhéngigkeit bekannter Grossen, indem Sie die F; Terme
geschickt unter Verwendung der gemittelten sowie ungemittelten Gleichungen eliminieren.



Die so erhaltene Storungsrechnung des Hamiltonians bis zur 2. Ordnung, in den neuen Wirkungswin-
kelvariablen (1, ©), hat die Form

E(I) = Kolry=1 + (K1) |1p=r

et (K + aKll/afo (<%II?> ) = <%_IEK1>) " 2(01{11/010)2 a;gl () - <];1fj)]]“’

wobei die K; Terme bei [y = I ausgewertet werden.

(d) Berechnen Sie die Modifikation der Schwingungsfrequenz durch die Storung. Welche Ordnung
der Storungsrechnung trigt zur Frequenzidnderung bei?
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