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Auf diesen Ubungsblatt folgen einige weitere Ubungen zum mathematischen Formalismus der Quan-
tenmechanik. Die erste Aufgabe beschiftigt sich mit der Matrixexponentialfunktion. In der zweiten
Aufgabe werden Sie die Eigenwerte und Eigenvektoren zweier hermitescher und vertauschbarer Ope-
ratoren bestimmen und die physikalische Bedeutung eines solchen Operatorpaars kennenlernen. Die
dritte Aufgabe behandelt die Darstellung von Zustdnden und Operatoren in verschiedenen Orthonor-
malbasen.

Aufgabe 1: Matrixexponentialfunktion (10 Punkte)

Betrachten Sie eine zweidimensionale komplexe Matrix A € C? mit
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(a) Berechnen Sie einen expliziten Ausdruck fiir die Matrixexponentialfunktion T (@) == e a €

R, (i) mit Hilfe einer Reihendarstellung und (ii) mit Hilfe der Spektraldarstellung von 7 ().

(b) Zeigen Sie, dass sich die Ableitung von T (cv) nach o komponentenweise durchfiihren ldsst, d.h.
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Aufgabe 2: Matrixdarstellungen von Operatoren (10 Punkte)

Betrachten Sie einen dreidimensionalen Hilbertraum 7{ mit einer Orthonormalbasis B = {le;), i =
1,2, 3}, auf welchem die Operatoren A und B durch die folgenden Abbildungen definiert sind:
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(a) Berechnen Sie die Matrixdarstellungen der Operatoren Aund B beziiglich der Basis B.

(b) Zeigen Sie, dass Aund B selbstadjungiert und vertauschbar sind. Welche physikalische Bedeu-
tung hat ein solches Operatorpaar?

(c) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A und B, sowie deren algebraische und geometrische Viel-
fachheiten. Bestimmen Sie auflerdem ein Orthonormalsystem S = {|f;), ¢ = 1,2,3} aus ge-
meinsamen Eigenvektoren von A und B.

Aufgabe 3: Basiswechsel (10 Punkte)

Betrachten Sie einen zweidimensionalen Hilbertraum 7 mit Orthonormalbasen A = {|a;), ¢ = 1,2}
und B = {|b;), i = 1,2} mit
1
b = —(lay) £ 1ilas)). 4
[b1/2) \/5(’ 1) £ ilas)) ©)

(a) Der unitire Operator U beschreibe den Basiswechsel von A nach B. Driicken Sie diesen zuniichst
in der Braket-Schreibweise aus und bestimmen Sie anschlieBend dessen Matrixdarstellung UAin
der Basis A.

(b) Betrachten Sie nun einen Vektor |y), welcher in der Basis A die Darstellung xy* = 1/v/2(1,1)"
besitzt. Geben Sie die entsprechende Darstellung x* in der Basis B an.

(c) Betrachten Sie zuletzt einen Operator T, welcher beziiglich der Basis A die Matrixdarstellung
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Bestimmen Sie die Matrixdarstellung T8 des Operators in der Basis B.



