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Kanonische Transformationen und Symmetrien

In diesem Blatt werden kanonische Transformationen und Symmetrien benutzt um Quantenprobleme
einfach zu 16sen: ein Zwei-Niveau-System in einem rotierenden Magnetfeld, Galilei-Invarianz der
Schrodinger-Gleichung und Rotationssymmetrie eines Ringmolekiils.

Aufgabe 1: Zwei-Niveau-System mit periodischer Storung (10 Punkte)

Betrachten Sie ein magnetisches Moment das sich sowohl in einem stationdren Magnetfeld und ei-
nem orthogonal dazu rotierenden Magnetfeld befindet. Unter bestimmten Voraussetzungen kann das
System vereinfacht durch ein Zweiniveausystem beschrieben werden mit dem Hamiltonian
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Da der Hamiltonian zeitabhingig ist, gilt im Allgemeinen H (t;) # H(t2). Dadurch kann der Zeit-
entwicklungsoperator nicht linger durch die Formel U (t) # exp <—i fot H(t)at > berechnet werden.
Ziel dieser Aufgabe ist die Bestimmung des Zeitentwicklungsoperators mit Hilfe eines Koordinaten-
wechsels.

Fiir eine Losung der Schrodingergleichung ihd/dt |A,t) = H(t)|A,t) definieren wir den rotierten
Zustand ’Z,t> = VT(t)|A,t), mit
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(a) Bestimmen Sie den Operator H, fiir den ifid/dt ‘]{7 t> = H(t) )Z, t> gilt.

(b) Zeigen Sie, dass fiir einen allgemeinen Operator M = o, mit X? = 1, gilt
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Nutzen Sie dieses Ergebnis um den Zeitentwicklungsoperator U(t) zu bestimmen, der den rotie-
renden Zustand zeitlich entwickelt |A,t) = UT(t) |A, 0).

Seien |—) , |+) die Eigenzustinde von H, zu den Eigenwerten —Ey/2, Ey/2. Zum Zeitpunkt ¢t = 0
sei das System im Zustand |—).



(c) Bestimmen Sie die Ubergangswahrscheinlichkeit P, _(t), dass sich das System nach der Zeit t im
Zustand |+) befindet. Wann ist die Wahrscheinlichkeit maximal? In welchem Fall und zu welcher
Zeit ist das System garantiert im Zustand |+)?

Aufgabe 2: Galilei-Transformationen in der Quantenmechanik (10 Punkte)

In dieser Aufgabe wollen wir den Operator finden, welcher einer Galilei Transformation in klassi-
schen Systemen entspricht. Wir suchen also eine Transformation, welche zwischen zwei Inertialsy-
stemen transformiert. Wir beschréinken uns hier auf den eindimensionalen Fall. Ein Inertialsystem K’
bewege sich mit einer konstanten Geschwindigkeit v entlang der x-Achse relativ zu einem ruhenden
Iniertialsystem K. Es gilt also fiir die Koordinaten
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und daher auch fiir beliebige Potentiale

U'Z,t)=U'(x —vt,t) =U(x,t). 3)

(a) Die Wellenfunktion ¢’(z’,¢) in’ muss ebenfalls die Schrodingergleichung in K” erfiillen
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Sie ergibt sich im neuen Bezugssystem K’ dabei mittels eines Transformationsoperators T aus
der Wellenfunktion 1 (z, t) im alten Bezugssystem K, also ' (2, t) = T4)(x, t). Zeigen Sie unter
zuhilfenahme der Unabhingigkeit der Wahrscheinlichkeitsdichte in verschiedenen Referenzrah-
men, dass sich der Transformationsoperator schreiben lisst als T = ¢iS@)

sich, dass die Funktion S(z, t) explizit schreiben lésst als

. Vergewissern Sie
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indem Sie fordern, dass Gl. (6) in K -Koordinaten ebenfalls wieder der bekannten Form der

S(x,t) = — +C (7

Schrodingergleichung entsprechen muss. Beachten Sie, dass die Konstante C' nur zu einer globa-
len Anderung der Phase fiihrt und daher auch ignoriert werden kann.

(b) Wir betrachten nun freie Teilchen, deren Wellenfunktionen ebenen Wellen
¢(£Iﬁ, t) — ei(k‘it—wt) — 67:271'(%\'—1/15). (8)

mit der Wellenlidnge A und der Frequenz v entsprechen. Diese sind im ruhenden Inertialsystem /X
iber die Planck-Einstein-de Broglie Beziehungen mit dem Impuls p und der Energie £’ verbunden

p= ;, E = hv. &)
Nutzen Sie das Ergebnis aus Teilaufgabe (a) um zu bestimmen wie sich der Impuls und die Ener-
gie unter einer Galilei-Transformation T veriindern. Betrachten Sie auBerdem wie sich die Wel-
lenldnge und Frequenz im neuen System K’ ergeben.

(c) Wie verhalten sich die de Broglie und die Planck Beziehung im neuen Inertialsystem K’ also
unter Galilei-Transformationen?



Aufgabe 3: Atomring

Betrachten Sie einen kreisformigen Ring von N Atomen, die um ein zentrales Atom angeordnet sind.
Der Winkel zwischen zwei benachbarten Atome auf dem Ring sei gegeben durch § = 27 /N. Ein
Elektron, dass sich nahe dem zentralen Atom befindet sei im Zustand |0), befindet es sich in der Nihe
des n-ten Ringatom, so sei es im Zustand |n), wobei n € {1,..., N}. Diese Zustinde bilden eine
Orthonormalbasis, d.h. (n|n’) = d,,,,, mit n,n’ € {0, ..., N}. Wir betrachten nun ausschlieflich die
Prozesse, bei denen ein Elektron vom zentralen Atom auf ein Ringatom oder von einem Ringatom
auf das zentrale Atom ,,springen” kann, wobei die Wahrscheinlichkeitsamplitude hierfiir durch Aw
gegeben sei. Der Hamilton-Operator, der diese Dynamik beschreibt, hat die Form
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Das System befinde sich in einem allgemeinen Anfangszustand |V (¢ = 0)).

(a) Betrachten Sie den Operator R, der das System um den Winkel §# = 27 /N um eine Achse durch
das zentrale Atom senkrecht zum Ring rotiert. Uberlegen Sie sich, wie R auf die Elemente der
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(b) Begriinden Sie in Worten, warum ‘R mit dem Hamilton-Operator H vertauschen muss und zeigen
Sie dies anschlieBend durch explizite Rechnung.

(c) Zeigen Sie, dass die Zustdnde
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Eigenzustinde von R sind und bestimmen Sie die zugehorigen Eigenwerte ry, k£ € {0,..., N}

und deren Vielfachheiten. Bestimmen Sie aulerdem die Normierungskonstante C'.

(d) Zeigen Sie, dass H [¢;) ein Eigenzustand von R ist. Leiten Sie daraus ab, dass |1;,) fiir k €
,...,IN — 1} ein Eigenzustand von 7 ist und bestimmen Sie die zugehdrigen Energieeigen-
1,...,N — 1} ein Eig d von H db Sie d gehorigen Energieeig
werte.
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Hinweis: Benutzen Sie ' _, eikn2m/N _ ().

(e) Die fehlenden beiden Eigenzustinde von H, hier mit |11 ) bezeichnet, sind Linearkombinationen

aus |¢p) und |9y ). Finden Sie diese Linearkombinationen.

(f) Bestimmen Sie mit Hilfe Threr Ergebnisse aus den vorherigen Aufgabenteilen den Zeitentwick-
lungsoperator des Systems.

(g) Das Elektron befinde sich nun anfangs beim zentralen Atom, das System hat also den Anfangs-
zustand |V (¢ = 0)) = |0). Bestimmen Sie den Zustand |V (t)) zur Zeit ¢. Bestimmen Sie daraus
die Wahrscheinlichkeit P(t) dafiir, dass das Elektron zur Zeit ¢t wieder beim zentralen Atom ist.



