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Der harmonische Oszillator

Dieses Blatt behandelt verschiedene Aspekte des harmonischen Oszillators. Aufgrund seiner analyti-
schen Losbarkeit und der Tatsache dass alle bindenden Potentiale bei niedrigen Energien mit diesem
angenihert werden konnen ist der quantenmechanische harmonische Oszillator ein sehr wichtiges
Utensil in der Quantenmechanik. Wihrend Aufgabe 1 den zweidimensionalen Oszillator behandelt,
betrachtet Aufgabe 2 die Eigenzustinde des Absteigeoperators, sogenannte kohérente Zustande, die
zum Beispiel von einem Laser erzeugt werdem. Aufgabe 3 zeigt, dass auch wenn der harmonische
Oszillator meistens nur eine Ndherung ist, so beschreibt es hdufig die verschiedenen quantenmecha-
nischen Aspekte eines realen Systems, wie ein Kristall, qualitativ erstaunlich gut.

Aufgabe 1: Zwei dimensionaler harmonischer Oszillator (10 Punkte)

Als System betrachten wir einen zweidimensionalen harmonischen Oszillator, wobei dieser zwei ver-
schiedene Frequenzen fiir die z- bzw. y-Richtung besitzt w; # ws. Der Hamiltonoperator H ist dann
gegeben durch.

- H? 1 . H2 1 .
H = <p_;n + —mwfq%) + (219_;1 + §mw§q§> (1)

(a) Bestimmen Sie die zugehdrigen Eigenwerte und Eigenzustidnde in Ortsdarstellung von H mittels
eines Separationsansatzes 1(z,y) = ()1 (y). Die Indizes 1 und 2 beziehen sich dabei jeweils
auf die z- bzw. y-Koordinate.

(b) Das Verhiltnis der Frequenzen sein nun gegegeben als w; /ws = 3/4. Bestimmen Sie die ersten
beiden entarteten Energieniveaus. Was konnen sie iiber die Entartung der Energieniveaus aussa-
gen, wenn das Verhiltnis der Frequenzen keine rationale Zahl ist?

(c) Geben Sie die Eigenzustéinde fiir den Fall wy, = 0 an.

(d) Gegeben sei nun ein Teilchen der Masse m in zwei Dimensionen im Potential

Vg, g2) = mw? (Q% — 192 + qg) . ()

Begriinden Sie mittels GI. (1), dass sich dieses Potential ebenfalls mit einem Separationsansatz
losen ldsst. Wihlen Sie dafiir eine geeignete kanonische Transformation ¢ — ¢, p — p.



Aufgabe 2: Kohirente Zustinde (10 Punkte)

In dieser Aufgabe lernen Sie besondere Zustinde des harmonischen Oszillators kennen, die sogennan-
ten kohidrenten Zustidnde. Diese sind zunéchst definiert als Eigenzustinde des Vernichter-Operators a
des harmonischen Oszillators gemil3

ala) = ala), (3)

wobei o € C.

(a) Bestimmen Sie damit die Darstellung der kohidrenten Zustinde in der Basis der Eigenzustinde
des harmonischen Oszillators und zeigen Sie, dass die Wahrscheinlichkeitsverteilung der Eigen-
zustidnde im kohérenten Zustand durch die Poissonverteilung
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gegeben ist.

Der Operator ﬁ(oz) = exp (adT — a*d) wird als Generator der kohdrenten Zustidnde bezeichnet, da
la) = D(a) |0) gilt. Dies soll innerhalb der niichsten Teilaufgaben untersucht werden.

(b) Benutzen Sie zunéchst die Baker-Campbell-Hausdorff-Formel, um zu zeigen, dass der Generator
die Form

D(a) = e~ lol?/2g0at g—a"a (5)

annimmt.

(c) Beweisen Sie die folgenden Eigenschaften des Generators:

DY(a) = D7) = D(—a), (6)
DY (a)aD(a) = a+ al, (7)
DY(a)a'D(a) = a' + a*1. (8)

(d) Zeigen Sie damit schlieBlich, dass der Generator die kohédrenten Zustinde tatséchlich generiert
und beweisen Sie damit die Eigenwertgleichung (3). Man kann die kohirenten Zustidnde also
auch iiber den Generator definieren anstatt tiber (3).

Die kohédrenten Zusténde sind vollstindig, d.h.
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Da sie ein Kontinuum von Zustidnden bilden, es also iiberabzidhlbar unendlich viele kohédrente Zustinde
gibt, miissen sie auch iibervollstindig sein, zwei beliebige kohdrenten Zusténde sind also nicht ortho-
gonal.

(e) Beweisen Sie, dass die kohdrenten Zustinde auch iibervollstiindig sind, indem Sie explizit zeigen,
dass das Skalarprodukt zweier beliebiger kohérenter Zustéinde nicht verschwindet.

(f) Die Besonderheit kohidrenter Zustinde des harmonischen Oszillators besteht in der minimalen
Unschirfe von Ort und Impuls. Berechnen Sie die Varianzen von Orts-und Impulsoperator in
einem kohirenten Zustand und stellen Sie damit die Unschirferlation auf. Erkldren Sie, warum
die erhaltene Unschirfe minimal ist.
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Abbildung 1: Wirmekapazitit von Silber.

Aufgabe 3: Spezifische Wirme eines Festkorpers (10 Punkte)

Sei ein Festkorper mit N Atomen gegeben. Dieser sei aufgebaut aus einer einatomigen Kristallstruk-
tur. Klassisch betrachtet liegen die Atome in Ruhe auf den Gitterpunkten, das einer Temperatur 7" = 0
K entspricht. Bei endlichen Temperaturen konnen die Schwingungen kontinuierlich verschiedene
Energien annehmen, die im Mittel der Energie Fxi = MkgT entsprechen, wobei kg die Boltzmann
Konstante und M die Zahl der Schwingungsmoglichkeiten ist. Aus der mittleren Energie vermag man
die spezifische Wiarme des Festkorpers zu bestimmen, C, = OFx /0T = Mkp. Nach klassischen Ge-
sichtspunkten ist also zu erwarten, dass die Wirmekapazitit eines FestkOrpers temperaturunabhingig
ist. Betrachtet man jedoch die Wirmekapazitit experimentell, so sieht man, dass dies nicht allgemein
der Fall ist, wie exemplarisch an der Kurve von Silber in Bild 1 zu erkennen ist. Wihrend fiir hohe
Temperaturen die obige Warmekapazitit noch grob die Silberkurve qualitativ beschreibt, so ist sie bei
tieferen Temperaturen falsch und unterscheidet sich bei verschwindenden Temperaturen massiv, wo
die Experimentelle verschwindet.

Ein naheliegender Grund hierfiir ist, dass das Gitter aus Atomen besteht und somit intrinsisch quan-
tenmechanisch ist. Dadurch gibt es eine endliche Nullpunktsenergie sowie quantisierte Schwingun-
gen, auch als Phononen bezeichnet. Ob die Quantenmechanik es vermag die Silberkurve qualitativ zu
beschreiben ist die Frage dieser Aufgabe.

Da diese Schwingungen sehr klein sind im Vergleich zur Gitterstruktur - der Festkorper wiirde sonst
seine Struktur verlieren - ist es plausibel zu versuchen die Schwingungen um ihre Ruhelage mittels
harmonischer Oszillatoren anzundhern, wodurch die Beschreibung erheblich vereinfacht wird.

(a) Bestimmen Sie die Zahl der Schwingungsmoden M, die ein dreidimensionaler Kristall von N
Atomen, bestehend aus einem einatomigen Gitter, besitzt.

Hinweis: Kollektive Bewegungen des Festkorpers zdhlen nicht als thermische Bewegungen (wie-
so?). Wie unterscheidet sich daher die Zahl der Schwingungsmaoglichkeiten im Vergleich zu un-
abhdngigen Atomen?

Prinzipiell sind die Frequenzen dieser verschiedenen Moden unterschiedlich. Unter Verwendung des
Einsteinmodells (1907) jedoch wird angenommen, dass jede Mode mit der Frequenz wg schwingt.
Dies ist eine stark einschrankende Annahme, jedoch kann man diese versuchen und vergleichen in-
wiefern dieses Modell die Realitédt wiederspiegelt. Da die M/ Moden ungekoppelt sind, konnen diese
quantenmechanisch einzeln betrachtet und auf der Ebene der Erwartungswerte addiert werden (siehe
spater Mehrteilchensysteme und Tensorprodukte).



Ist der Kristall thermalisiert mit der Temperatur 7', so kann der Zustand der Moden beschrieben
werden mit dem thermischen Dichteoperator
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mit § = 1/(kgT) der inversen Temperatur und k5 der Boltzmannkonstante. Der Hamiltonian einer

Mode ist dabei H, = hwgala + hwg/2.

(b) Bestimmen Sie die Zustandssumme Z; einer Mode und zeigen Sie, dass fiir die mittlere Energie
einer Schwingung die folgende Form gilt
_ 0

E = —%m(zl). (11)

Berechnen Sie damit explizit die mittlere Energie E, aller M Moden.

(c) Berechnen Sie die spezifische Warmekapazitit des Festkorpers C', im quantenmechanischen Fall.
Diskutieren Sie die Grenzwerte gro3er und kleiner Temperaturen von C), und skizzieren Sie des-
sen Form in Abhingigkeit der GroBe 7 = kgT'/(hwg). Vergleichen Sie dann mit dem experi-
mentellen Fund in Bild 1. Beschreibt das quantenmechanische Modell die Silberkurve qualitativ?
Gibt es einen Bereich in dem das klassische Ergebnis mit dem quantenmechanischen (qualitativ)
tibereinstimmt? Ist die Quantisierung der Moden oder die Nullpunktsenergie primir verantwort-
lich fiir das Verhalten im Quantenfall?



