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Aufgabe 4: Tangentenbifurkation in Bose-Einstein-Kondensaten 15 Punkte

Bose-Einstein-Kondensate mit einer laserinduzierten attraktiven 1/r-Wechselwirkung werden
beschrieben durch die nichtlineare Gross-Pitaevskii Gleichung fiir eine effektive Einteilchen-
Wellenfunktion (in geeigneten skalierten Einheiten)
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mit a der Streuldnge einer kurzreichweitigen Kontaktwechselwirkung und g dem chemischen
Potential. Nahrerungslosungen fir sphérisch symmetrische stationdre Zusténde ergeben sich mit
einem Gaukférmigen Variationsansatz fiir die (normierte) Wellenfunktion
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wobei der frei wihlbarer Variationsparameter k so gewéhlt wird, dass die Mean-Field-Energie
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ein Extremum annimmt.

a) Zeigen Sie, dass die Mean-Field-Energie (3) mit dem Variationsansatz (2) die Form

l<:2 \[ k3 — \f (4)
annimmt.

Hinweis: Das Doppelintegral in (3) ldsst sich in Schwerpunkt- und Relativkoordinaten R =
%(r +1'), rreqg = r — v’ auswerten. Der Betrag der Jacobi-Determinante fiir diese Transformation
ist 1.

b) Zeigen Sie, dass bei einer kritischen Streulédnge a., = —37/8 zwei Zustédnde des Kondensats
in einer Tangentenbifurkation entstehen. Diskutieren Sie die Stabilitdt der Zusténde. Ist die
Entstehung zweier Zusténde in einer Tangentenbifurkation auch bei der Schrédingergleichung in
der ,normalen” Quantenmechanik moglich? Begriinden Sie Thre Aussage.

Bitte wenden/!



Aufgabe 5: Garton-Tomkins-Effekt 5 schriftliche Punkte

Spektren des Wasserstoffatoms im Magnetfeld zeigen bei niedriger Auflésung im Bereich der
feldfreien Ionisationsschwelle (£ = 0) Resonanzen in Abstdnden AE ~ 1.5 hw., wobel w, =
eB/m die Zyklotronfrequenz des freien Elektrons im Magnetfeld ist.
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FIGURE 2 Low resolution spectrum (Av = 30 GHz) of highly excited hydrogen
atoms at magnetic ficld strength B = 6 T. The arrows indicate quasi-Landau

resonances with energy spacing 1.5 #iw, at the ionization limit, slowly converging
to Landau resonances with spacing fw, at higher energies.

Diese sogenannten Garton-Tomkins-Resonanzen lassen sich semiklassisch durch eine instabile
periodische Bahn in der Ebene senkrecht zum Magnetfeld erkldren. Die Dynamik in dieser Ebene,
also mit z = 0, p? = 22 + y? und fiir L, = 0, wird beschrieben durch die Hamiltonfunktion (in

SI-Einheiten)
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a) Stellen Sie das effektive Potential Vg (p) graphisch fir B = 6 T dar. Zeigen Sie auf diese
Weise, dass die Bewegung des Elektrons fiir jede Energie E' gebunden ist. Bestimmen Sie die
Umkehrpunkte p; und po fiir den Fall £ = 0 mit beliebigem B.

Hinweis: Verwenden Sie fiir die graphische Darstellung atomare Einheiten, d.h. Veg(p) = —% +

%’y%z mit v = B% und By =2.35 T.
b) Zeigen Sie: Die Periodendauer T' der Bahn senkrecht zum Magnetfeld betriagt bei E = 0
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Dies entspricht einem charakteristischen Energieabstand von
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also gerade den Garton-Tomkins-Oszillationen.

Hinweis:
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Aufgabe 6: Methode der stationiren Phase (Teil 1) 5 schriftliche Punkte

In semiklassischen Theorien treten héufig Integrale mit schnell oszillierenden Integranden auf,
die mittels einer Stationdre-Phase-Néherung gelost werden.

a) Zeigen Sie:

(2nh) 1/2/ dz g( )exp< > EW <if(m#)+i;ra“>,

wobei z,, alle stationéren Punkte von f mit f'(z,) = 0 durchléduft und

o msign ) = { 71T D) ¢

Wir nehmen an, dass f”(x,) # 0 fir alle stationdren Punkte z,, gilt.

Hinweis: Entwickeln Sie die Phase f um die stationdren Punkte in eine Taylor-Reihe 2. Ordnung.
Verwenden Sie aufterdem

/ dx exp (:l:z'm2) = \/Texp (:l:z%) .

Aufgabe 6: Methode der stationdren Phase (Teil 2) 5 Punkte

b) Zeigen Sie: Die Verallgemeinerung fiir N-dimensionale Integrale lautet

(27Th1>N/2/dNa:g( )exp< > Z\/m <if(xu)+i20“> ,

wobei die stationdren Punkte durch V f(z,) = 0 gegeben sind,
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die Hessesche Matrix von f ist und o, = ) sign /\Z(-“ ) mit den FEigenwerten )\5“ ), )\SG) von



